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NP-完全性理论

◼ 确定型和非确定型图灵机

◼ 确定型图灵机（DTM）

◼ 根据当前的输入和状态存在确

定的执行的操作

◼ 非确定型图灵机（NTM）

◼ 根据当前的输入和状态存在多

种不确定的执行的操作
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NP-完全性理论

◼ P和NP问题

◼ P类问题：对其中任一问题都存在一个确定型图灵机M和一个多项

式p，对于该问题的任何长度为n的实例，M都能在p(n)步内给出

对该实例的回答。（多项式时间内可解）

◼ NP类问题：对其中的任一问题都存在一个非确定型图灵机N和一

个多项式p，对于该问题的任何长度为n的实例，N都能在p(n)步

内给出对该实例的回答。（多项式时间内可验证其解的正确性）

◼ 若NTM在该问题的每一步都存在2种动作可选，则回答实例需考察2p(n)种

不同的可能性。
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NP-完全性理论

◼ 归约（Reduction）

◼ 对于问题P和Q，如果存在一个可计算的函数f，使得对于问题

P的任一实例x，都有P 𝑥 = 𝑄(𝑓(𝑥))

𝑃input 𝑇1 𝑃input Qoutput 𝑇2 𝑃output

𝑃 ≤ 𝑄𝑃

𝑄
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NP-完全性理论

◼ NP及NPC类问题

◼ NPC问题：

◼ 对于一个问题q，若：

1. q∈NP

2. NP问题中任一实例均可多项式时间归约到q

◼ 则称q为NP-complete（NPC）问题

◼ NP-hard问题：

◼ 若问题q近满足上述条件2而不一定满足条件1，则问题q称为

NP-hard（NPH）问题

◼ NP-complete⊆NP-hard
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NP-完全性理论

◼ P、NP、NPH和NPC之间的关系
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NP-完全性理论

◼ 解决NPH问题常见算法

◼ 启发式算法：

◼ 设计多基于研究者直观经验，缺乏理论依据

◼ 算法性能不稳定，其可行解与最优解的偏离程度难以预计

◼ AI类算法

◼ 算法产生的可行解与最优解之间的距离难以衡量，缺乏理论分析

◼ 对训练数据要求严格，计算复杂度相对较高，对硬件资源需求量大

◼ 近似算法

◼ 算法设计简单直观，有严格的数学理论支撑

◼ 其可行解与最优解之间的距离可以证明，算法性能有稳定上界
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NP-完全性理论

◼ 常见优化问题分类：

◼ 容易近似：

◼ Knapsack，UFLP， Bin Packing等

◼ 较难近似：

◼ Vertex Cover，Euclidean TSP，Steiner Trees等

◼ 难以近似：

◼ Graph Coloring，TSP，Clique等
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NP-完全性理论

◼ 常见近似算法分类：

近
似
算
法

近
似
算
法

Greedy

Local Search

Dynamic programming

Linear programs

Deterministic rounding

Randomized rounding

The primal-dual method
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贪心算法

近
似
算
法

◼ 贪心算法：

◼ 核心思想：总是在当前时刻做出最优的选择

◼ 目标：从局部的最优解最终得到全局最优解
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贪心算法

近
似
算
法

◼ 单机作业调度（Scheduling jobs with deadlines on a
single machine）：

◼ 每个job具有发布时间rj，作业执行时间pj，截止时间dj

◼ 优化目标：最小化作业完成延迟

◼ 作业j被完成的时间为Cj

◼ 延迟Lj=Cj-dj

◼ 目标函数：min Lmax=maxj=1,…,n Lj
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贪心算法

近
似
算
法

◼ 单机作业调度（Scheduling jobs with deadlines on a
single machine）：

◼ Lemma1:对于job的任何子集S(假设d 𝑆 < 0)，都有：

𝐿𝑚𝑎𝑥
∗ ≥ 𝑟 𝑆 + 𝑝 𝑆 − 𝑑 𝑆

                       其中：𝐿𝑚𝑎𝑥
∗ 为该优化问题的最优解

𝑟 𝑆 = min
𝑗∈S

𝑟𝑗

𝑝 𝑆 =

𝑗∈𝑆

𝑝𝑗

𝑑 𝑆 = max
𝑗∈𝑆

𝑑𝑗
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贪心算法

近
似
算
法

◼ 单机作业调度（Scheduling jobs with deadlines on a
single machine）：

◼ Theorem1：earliest due date（EDD）是一个近似比为2的

算法:

𝑡 ≤ 𝐶𝑗 , 𝑟 𝑆 = 𝑡

𝑝 𝑆 = 𝐶𝑗 − 𝑡 = 𝐶𝑗 − 𝑟 𝑆 , 𝐶𝑗 ≤ 𝑟 𝑆 + 𝑝 𝑆

Lemma1和 𝑑 𝑆 < 0

𝑳𝒎𝒂𝒙
∗ ≥ 𝑟 𝑆 + 𝑝 𝑆 − 𝑑 𝑆 ≥ 𝑟 𝑆 + 𝑝 𝑆 ≥ 𝑪𝒋

𝑳𝒎𝒂𝒙
∗ ≥ 𝑟𝑗 + 𝑝𝑗 − 𝑑𝑗 ≥ −𝒅𝒋

𝑳𝒎𝒂𝒙 = 𝐶𝑗 − 𝑑𝑗 ≤ 𝟐𝑳𝒎𝒂𝒙
∗
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贪心算法

近
似
算
法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题场景

◼ 云工作流任务调度

◼ 限制：

◼ 数据读写

◼ 任务截止日期

◼ 租用云资源成本

◼ 目标：

◼ 满足任务截止日期的情况

下，最小化租用金额
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贪心算法

近
似
算
法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题建模
𝑒𝑖,𝑗

𝑡𝑗 = 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑡𝑖)

𝑡𝑗 = 𝑠𝑢𝑐𝑐(𝑡𝑖)

𝑝𝑟𝑒𝑑 𝑡𝑒𝑛𝑡𝑟𝑦 = ∅

𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑡𝑒𝑥𝑖𝑡 = ∅
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贪心算法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题建模

任务开始时间：

任务执行时间：

任务完成时间：

任务开始时间限制：
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贪心算法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题建模
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贪心算法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题形式化定义

优化目标：最小化

约束条件：
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贪心算法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 问题复杂度分析（即证明问题是NP-hard）

reduce

MKP
Cloud workflow scheduling
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贪心算法

[1]Tang X, Cao W, Tang H, et al. Cost-efficient workflow scheduling algorithm for 
applications with deadline constraint on heterogeneous clouds[J]. IEEE Transactions 
on Parallel and Distributed Systems, 2021, 33(9): 2079-2092.

◼ 算法思想：
对所有父任务进行调度

计算每个任务在每种机器
上的执行时间及相应价格

对所有任务花费排序

优先调度花费最少任务

更新DAG及任务调度集合
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局部搜索算法

◼无 容 量 限 制 的 设 备 选 址 问 题 （ uncapacitated
facility location problem, UFLP）

𝑐𝑖,𝑗

𝑥𝑖,𝑗

𝑓𝑖

𝑦𝑖
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局部搜索算法

◼无 容 量 限 制 的 设 备 选 址 问 题 （ uncapacitated
facility location problem, UFLP）
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局部搜索算法

◼ 应用场景

◼ 设备选址问题（UFLP）

◼ K-media问题

◼ Minimum-degree spanning trees问题

◼ Edge coloring问题
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局部搜索算法

◼ 问题场景

◼ MEC环境下的任务卸载

◼ 限制：

◼ 边缘端计算资源

◼ 用户请求延迟

◼ 目标：

◼ 最小化任务卸载成本（服

务放置成本、边缘节点计

算成本和能源消耗成本）

[2] Chen Y, Zhang S, Jin Y, et al. LOCUS: User-Perceived Delay-Aware Service 
Placement and User Allocation in MEC Environment[J]. IEEE Transactions on Parallel 
and Distributed Systems, 2021, 33(7): 1581-1592.
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局部搜索算法

◼ 问题建模

[2] Chen Y, Zhang S, Jin Y, et al. LOCUS: User-Perceived Delay-Aware Service 
Placement and User Allocation in MEC Environment[J]. IEEE Transactions on Parallel 
and Distributed Systems, 2021, 33(7): 1581-1592.



30

局部搜索算法

[2] Chen Y, Zhang S, Jin Y, et al. LOCUS: User-Perceived Delay-Aware Service 
Placement and User Allocation in MEC Environment[J]. IEEE Transactions on Parallel 
and Distributed Systems, 2021, 33(7): 1581-1592.

◼ 问题复杂度分析（即证明问题是NP-hard）
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局部搜索算法

[2] Chen Y, Zhang S, Jin Y, et al. LOCUS: User-Perceived Delay-Aware Service 
Placement and User Allocation in MEC Environment[J]. IEEE Transactions on Parallel 
and Distributed Systems, 2021, 33(7): 1581-1592.

◼ 算法思想
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局部搜索算法

[2] Chen Y, Zhang S, Jin Y, et al. LOCUS: User-Perceived Delay-Aware Service 
Placement and User Allocation in MEC Environment[J]. IEEE Transactions on Parallel 
and Distributed Systems, 2021, 33(7): 1581-1592.

◼ 算法性能理论证明

作者直接从UFLP问题相关研究论
文（SODA’00）直接引用得到

近似比
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动态规划

666

666=6×100+1×50+1×10+1×5+1×1贪心算法

15

贪心算法

面值：1    5    10    20    50    100

面值：1 5 11

15=1×11+4×1

◼ 问题：如何用最少的钞票数凑出目标金额
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动态规划

面值：1 5 11

15

◼ 问题：如何用最少的钞票数凑出目标金额

𝑓 𝑛 = min 𝑓 𝑛 − 1 , 𝑓 𝑛 − 5 , 𝑓 𝑛 − 11 + 1

取11：数量=𝑓 4 + 1 = 4 + 1 = 5
取5：  数量=𝑓 10 + 1 = 2 + 1 = 3
取1：  数量=𝑓 14 + 1 = 4 + 1 = 5
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动态规划

◼ 算法思想：

◼ 将原问题分解成子问题

◼ 构建状态空间

◼ 确定初始值

◼ 建立状态转移方程

◼ 适用问题：

◼ 最优子结构性

◼ 无后效性

◼ 子问题重叠性
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科研应用

明确地数学化定义问题场景

根据所定义场景找到可归约的常
见问题（如MKP、UFLP等）

阅读相关问题的文献（更多是数
学领域相关论文）

整理有近似比证明过程的算法

找到其中最适合本文实际场景定
义的算法并进行适当修改应用

推荐参考资料：Williamson D P, Shmoys D B. The design of approximation 
algorithms[M]. Cambridge university press, 2011.
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第二部分
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大纲

近似算法基本设计步骤1

近似算法中线性规划法的分类和应用2

在线算法的简单介绍3

未来研究方向和现有问题4
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近似算法证明的流程

◼ 假设我们想要证明一个算法 ALG 是一个对某些最小化cost问
题的 α-近似 算法，通常的证明流程：

◼ 对任何的输入实例I，找到OPT cost的下界(Lower Bound, LB)：

𝐿𝐵 𝐼 ≤ 𝑐 𝑂𝑃𝑇 𝐼 , ∀𝐼

◼ 证明对任何的输入实例I， 都有：𝑐 𝐴𝐿𝐺 𝐼 ≤ 𝛼𝐿𝐵 𝐼 , ∀ 𝐼, 𝛼 ≥ 1

◼ 推断出结论：𝑐 𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝛼𝐿𝐵 ≤ 𝛼𝑐(𝑂𝑃𝑇)

◼ Issue：

◼ Issue 1：难以找到下界LB以及最优解OPT和下界LB的关系

◼ Issue 2：找到了问题的下界LB，却找不到算法ALG可以与LB联系

◼ 解决方案：Linear programming(LP)
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常见近似算法分类

近
似
算
法

Greedy
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线性规划——寻找问题下界LB的工具

◼ Toy Problem —— Weighted Vertex Cover (WVC)

◼ Vertex Cover：无向图 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 的一个顶点覆盖是一个子集V’ ⊆ V，

使得如果(u，v)是G的一条边，则𝑢 ∈ 𝑉′，或者𝑣 ∈ 𝑉′ 。一个顶点覆盖

的规模是其中所包含的顶点数。

◼ Weighted Vertex Cover：每个顶点具有权重

◼ 优化目标：获得一个无向图G的具有最小权重和的顶点覆盖。
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线性规划——寻找问题下界LB的工具

◼ Toy Problem —— Weighted Vertex Cover (WVC)

◼ 步骤1：将问题规约到整数规划问题(Integer Program, IP)

◼ Note: 约束1表示对任何一条边，边对应的顶点至少有一个点被算法ALG选中

◼ 可行解(feasible solution)：满足线性约束和整数变量约束的方案

◼ 最优解(optimal solution)： 可行解中最小化目标函数的方案
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线性规划——寻找问题下界LB的工具

◼ Toy Problem —— Weighted Vertex Cover (WVC)

◼ 步骤1：将问题规约到整数规划问题(Integer Program, IP)

◼ 步骤2：将整数规划放松(Relax)成线性规划(Linear Program, LP)并获

得下界

◼ 重要通用性质：任何一个整数规划(IP)的可行解也是它对应的放松线性规划问

题(LP)的可行解，因此， 𝑐 𝑍𝐿𝑃
∗ ≤ 𝑐 𝑍I𝑃

∗ = 𝑂𝑃𝑇

◼ 一个简单的推论：使用IP建模问题，其对应的放松LP问题的最优解就是OPT的

一个下界，完成了近似算法构造的第一步：对任何的输入实例I，找到OPT

cost的下界(Lower Bound, LB)：𝐿𝐵 𝐼 ≤ 𝑐 𝑂𝑃𝑇 𝐼 , ∀𝐼
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线性规划——利用线性规划做近似算法

◼ 回顾NP-完全性理论

◼ 多项式时间算法：对于规模n的输入，在最坏情况下的运行时间是𝑂 𝑛𝑘 ,

其中k为某一确定常数。

◼ Note: 通常来说指数级别的算法计算量增长非常快，而即使多项式算法也不一定完

全满足实时性要求。用计算复杂度O衡量并不是100%合理，因为只考虑最差情况

◼ P类问题：多项式时间内可解

◼ NP类问题：不能在多项式时间内解决或不确定能不能在多项式时间内解

决，但能在多项式时间验证的问题

◼ NP-Complete 类 问 题 ： 所 有 NP 问 题 在多项式时间内 都 能 规 约

(Reducibility)到它的NP问题，即解决了此NPC问题，所有NP问题也都

得到解决

◼ 整数规划(IP)：NP-Complete问题

◼ 线性规划(LP)：P类问题 => 适合作为IP问题的近似解法
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线性规划——利用线性规划做近似算法

◼ Toy Problem —— Weighted Vertex Cover (WVC)

◼ 步骤1：将问题规约到整数规划问题(Integer Program, IP)

◼ 步骤2：将整数规划放松(Relax)成线性规划(Linear Program, LP)并获得下

界

◼ 步骤3：多项式时间内得到LP的最优解ZLP
∗

◼ Note:  得到的解是分数解，无法直接满足IP问题的整数约束

◼ 步骤4：[近似算法: 一个最简单的舍入(Rounding)方法] 如果x𝑣 ≥ 1/2 ，

舍入到1；反之舍入到0。算法结束。

◼ Note: 这一步就是近似算法，我们需要证明满足IP问题的约束，同时通过证明近

似比分析其性能。

◼ 证明近似比的步骤：

◼ 步骤1：证明 𝑐 𝑍𝐿𝑃
∗ = 𝐿𝐵 𝐼 ≤ 𝑐 𝑂𝑃𝑇 𝐼 , ∀𝐼 ，已经完成

◼ 步骤2：证明对任何的输入实例I， 都有：𝑐 𝐴𝐿𝐺 𝐼 ≤ 𝛼𝑐 𝑍𝐿𝑃
∗ , ∀ 𝐼
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线性规划——利用线性规划做近似算法

◼ Toy Problem —— Weighted Vertex Cover (WVC)

◼ 目标1：证明ALG算法满足原始问题的约束条件

◼ 目标2：证明近似算法ALG与原问题下界LB(即线性规划最优解)的不等

式：𝑐 𝐴𝐿𝐺 𝐼 ≤ 𝛼𝑐 𝑍𝐿𝑃
∗ , ∀ 𝐼

◼ 分析1：根据约束1可知，对于每条边的两个点，步骤3得到的𝑍𝐿𝑃
∗ 必然

满足𝑥𝑢 ≥
1

2
或 𝑥v ≥

1

2
，在ALG中必然存在一个u或v被设置为1，因

此ALG满足原始问题的约束条件

◼ 分析2：对任务的输入实例I都有

◼ 𝑐 𝐴𝐿𝐺 = σ𝑣 𝑐 𝑣 x𝑣 𝐴𝐿𝐺 = σ𝑣:𝑥𝑣 𝐴𝐿𝐺 =1 𝑐 𝑣 = σ
𝑣:𝑥𝑣 𝑍𝐿𝑃

∗ ≥
1

2

𝑐 𝑣

◼ σ
𝑣:𝑥𝑣 𝑍𝐿𝑃

∗ ≥
1

2

𝑐 𝑣 ≤ 2σ
𝑣:𝑥𝑣 𝑍𝐿𝑃

∗ ≥
1

2

𝑐 𝑣 𝑥v 𝑍𝐿𝑃
∗ ≤ 2 𝑐 𝑍𝐿𝑃

∗ ≤ 2𝑐(𝑂𝑃𝑇)
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线性规划——Integrality Gap

◼ Integrality Gap

◼ 回顾近似算法的证明目标1：对任何的输入实例I，找到OPT cost的下

界(Lower Bound, LB)：𝐿𝐵(𝐼)≤𝑐(𝑂𝑃𝑇(𝐼)) , ∀𝐼

◼ 引入IP和LP后的证明目标1：天然存在𝑐 𝑍𝐿𝑃
∗ ≤ 𝑐 𝑍I𝑃

∗ = 𝑂𝑃𝑇

◼ 问题：使用LP作为下界，这个下界是否足够好，用Integrality Gap衡量

◼ 利用LP构造近似算法，其近似比存在一个天然界限：

◼回顾近似算法的推演路径：𝑐 𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝛼𝐿𝐵 ≤ 𝛼𝑐(𝑂𝑃𝑇)

◼引入IP和LP后的推演路径：𝐼𝐺 · 𝑐 𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝛼 · 𝐼𝐺 · c 𝑍𝐿𝑃
∗ ≤ 𝛼𝑐 𝑍𝐼𝑃

∗

◼因此通过IP放松成LP而提出的近似算法，最好的近似比就只能是IG。

◼一些Relax天然会带来一个巨大的IG[见下页]。
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线性规划——Integrality Gap

◼ Integrality Gap

◼ 一些Relax天然会带来一个巨

大的IG。

◼ 上：IP； 下：Relaxed-LP

◼ 对m台机器，1个任务，每个任

务执行时间都是m的实例：IP得

到 的 c(OPT)=m ， 而 Relaxed-

LP得到的c 𝑍𝐿𝑃
∗ = 1。因此IG至

少是m，且会随着问题规模的增

大而增加。
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解线性规划的多项式时间方法

◼ Simplex Algorithm 单纯形法

◼ Ellipsoid Algorithm

◼ Interior-Point Algorithm 内点法

◼ 不是本Slide的重点，感兴趣可以去学习最优化理论或运筹学，
基本都会涉及到。

◼ 参考学习资料：

◼ 《最优化理论》

◼ …
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利用线性规划设计近似算法

◼ 步骤1：将问题规约到整数规划问题(Integer Program, IP)

◼ 步骤2：将整数规划放松(Relax)成线性规划(Linear Program,
LP)并获得下界

◼ 步骤3：多项式时间内得到LP的最优解ZLP
∗

◼ 步骤4：[近似算法]

◼ 证明近似比
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大纲

近似算法基本设计步骤1

近似算法中线性规划法的分类和应用2

在线算法的简单介绍3

未来研究方向和现有问题4



54

线性规划法的分类

◼ Deterministic Rounding

◼ 从LP的最优分数解舍入到整数解时，舍入方法唯一且确定

◼ Randomized Rounding

◼ 从LP的最优分数解舍入到整数解时，舍入方法的操作过程是随机的

◼ 算法的输出结果是随机的，可能正确，可能错误。

◼ Iterative Rounding

◼ 从LP的最优分数解舍入到整数解时，在每轮迭代中先选择部分解，剩余部分再构

成子LP问题求解最优分数解，直到获得所有解。

◼ Primal-dual Method

◼ 利用Dual问题的性质进行舍入
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线性规划——Deterministic Rounding

◼ Problem —— Facility Location1

◼ General Facility Location：

◼ 输入：一个大小为m的工厂集合V，一个大小为n的客户集合C，工厂i开张成本

是𝑓𝑖 ≥ 0，客户j与工厂i建立链接的链接成本是c𝑖𝑗 ≥ 0

◼ 输出：一个拟开放的工厂子集F ⊆ V 使得总成本最小 σ𝑖∈F𝑓𝑖 + σ𝑗∈Cmin𝑖∈F
𝑐𝑖𝑗

◼ Metric Facility Location：

◼ 客户和工厂都存在一个度量空间中

◼ 增加约束条件：𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑙 + 𝑐𝑘𝑙 + 𝑐𝑘𝑗

◼ 其他属性：

◼ Capacitated： 客户的需求以分数形式分配给多个工厂

◼ Uncapacitated：客户的需求以0-1形式分配给一个工厂

1. 自整理FLP问题文档：https://we5lw6jk7r.feishu.cn/wiki/wikcnTyoRXJnmav33KF6QYQH5wh
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线性规划——Deterministic Rounding

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤1：ILP问题建模

◼ 步骤2：放松成LP问题
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线性规划——Deterministic Rounding

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤1：ILP问题建模

◼ 步骤2：放松成LP问题

◼ 步骤3：从分数解到整数解：

◼ Filtering：去除在cij比较大的时候对应的非0的分数解x𝑖𝑗。

◼ 步骤3.1：我们定义用户j的分数链接成本：Δ𝑗 = σ𝑖∈V 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 。

◼ 步骤3.2：证明对于该LP问题得到的分数最优解(x, y)，必然存在另一个可行分数解(𝑥′, 𝑦′)使

得𝐹 𝑥′, 𝑦′ ≤ 2𝐹 𝑥, 𝑦 , 𝐶 𝑥′, 𝑦′ ≤ 2𝐶(𝑥, 𝑦)且If xij
′ > 0, then cij < 2Δ𝑗。说明这些可行分数解

𝑥′, 𝑦′ 确定的工厂更加“靠近”用户j。【证明略】

◼ 步骤3.3：选择“靠近”用户j的工厂集合 B𝑗 = 𝑖: 𝑐𝑖𝑗 ≤ 2Δ𝑗 ， 将部分分数解转为0，同时满

足原始问题的x约束进行归一化。
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线性规划——Deterministic Rounding

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤1：ILP问题建模

◼ 步骤2：放松成LP问题

◼ 步骤3：从分数解到整数解：

◼ Filtering：对于分数解而言，去除在cij比较大的时候对应的非0的解

x𝑖𝑗。

◼ Rounding：尽量减少工厂的开张成本

◼ 步骤3.4：首先排序用户分数链接成本{Δ𝑗 }(𝑗 ∈ 1, … , 𝑛)，选择最低

成本的用户𝑗′，再从Filtering中得到的工厂集合 B𝑗′ = ൛

ൟ

𝑖: 𝑐𝑖𝑗′ ≤

2Δ𝑗′ 中选取最小开张成本的工厂𝑖 𝑗′ ，如果这个工厂i(𝑗′)在另一

个已经分配的任务的临近工厂圈𝐵𝑗内，则不打开这个工厂𝑖(𝑗′)，

而是让用户𝑗′与𝑖(𝑗)建立链接；

◼ 步骤4：证明近似比
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线性规划——Deterministic Rounding

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 只要将B𝑗 的定义做一些更改，可以得到4-approximation的近似算法

【证明略】

◼ 该问题的应用场景：

◼ Edge Offload

◼ 数据中心选址问题, 公共交通枢纽选址问题, 投票站选址问题

◼ 其他可以用Deterministic Rounding提出近似算法的问题

◼ Minimum Cost Bipartite Matching

◼ Scheduling on Unrelated Parallel Machines

◼ Non-preemptive 1 rj σ𝐶𝑗 Scheduling

◼ …
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Problem —— Max SAT

◼ 输入：n个Bool变量𝑥1, … , 𝑥𝑖 , … 𝑥𝑛，m个从句𝐶1, … , 𝐶j, … 𝐶𝑚 ，每个从句

都是多个Bool变量和其反义变量的或式（如𝑥3∨ 𝑥5 ∨ 𝑥11），每个从句

有权重𝑤𝑗 和长度𝑙𝑗，从句满足（SAT）的条件是其中的一个子句为真

◼ 输出：设置n个Bool变量的True/False，获得最大权重和的满足从句

◼ Max SAT ——等概率赋值近似算法

◼ 算法1：以1/2的概率为Bool变量赋值

◼ 分析近似比：[非LP场景: 找到ALG优化目标的期望值和OPT的关系]

◼ 定义一个随机变量𝑌𝑗 表示从句j是否SAT，则优化目标为W = σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝑌𝑗

◼ 优化目标的期望：𝐸 𝑊 = σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝐸 𝑌𝑗 = σ𝑗=1

𝑚 𝑤𝑗Pr[𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑]

◼ Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 = 1 −
1

2

𝑙𝑗
≥

1

2
; 𝐸 𝑊 ≥

1

2
σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗 ≥

1

2
𝑂𝑃𝑇

◼ 𝑙𝑗 越大，近似算法的近似比越好！
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Max SAT ——不等概率赋值近似算法

◼ 算法2：以p > 1/2的概率为Bool变量赋值为True

◼ 分析近似比：[非LP场景: 找到ALG优化目标的期望值和OPT的关系]

◼ 优化目标的期望：𝐸 𝑊 = σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝐸 𝑌𝑗 = σ𝑗=1

𝑚 𝑤𝑗Pr[𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑]

◼ 从句（𝑎 + 𝑏 = 𝑙𝑗 ≥ 2）： Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 = 1 − 𝑝𝑎 1 − 𝑝 𝑏 ; 因为    

𝑝 >
1

2
> 1 − 𝑝 ，Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 ≥ 1 − 𝑝𝑎+𝑏 ≥ 1 − 𝑝𝑙𝑗 ≥ 1 − 𝑝2

◼ 从句（𝑙𝑗 = 1）： Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 = p

◼ 归纳： 𝐸 𝑊 ≥ min 𝑝, 1 − 𝑝2 σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗 ≥ min 𝑝, 1 − 𝑝2 𝑂𝑃𝑇 ≥ 0.618 · 𝑂𝑃𝑇
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Max SAT —— Randomized Rounding

◼ 算法3：

◼ 核心思想：为每一个变量设置不同的概率

◼ ILP构造：

◼ 放松到LP：
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Max SAT —— Randomized Rounding

◼ 分析近似比：[LP场景: 找到ALG优化目标的期望和LP最优解的关系]

◼ 优化目标的期望：𝐸 𝑊 = σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝐸 𝑌𝑗 = σ𝑗=1

𝑚 𝑤𝑗Pr[𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑]

◼ Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑛𝑜𝑡 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 = ς𝑖∈𝑃𝑗
1 − 𝑦𝑖

∗ ς𝑖∈𝑁𝑗
𝑦𝑖
∗ （算术-几何均值不等式）

◼ ≤
1

𝑙𝑗
σ𝑖∈𝑃𝑗

1 − 𝑦𝑖
∗ + σ𝑖∈𝑁𝑗

𝑦𝑖
∗

𝑙𝑗
= 1 −

1

𝑙𝑗
σ𝑖∈𝑃𝑗

𝑦𝑖
∗ + σ𝑖∈𝑁𝑗

1 − 𝑦𝑖
∗

𝑙𝑗

◼ ≤ 1 −
𝑧𝑗
∗

𝑙𝑗

𝑙𝑗

◼ Pr 𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑 ≥ 1 − 1 −
𝑧𝑗
∗

𝑙𝑗

𝑙𝑗

≥ 1 − 1 −
𝑧𝑗
∗

𝑙𝑗

𝑙𝑗

𝑧𝑗
∗

◼ 𝐸 𝑊 = σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗Pr[𝑐𝑙𝑎𝑢𝑠𝑒 𝐶𝑗 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑖𝑒𝑑] ≥ σ𝑗=1

𝑚 𝑤𝑗𝑧𝑗
∗ 1 − 1 −

𝑧𝑗
∗

𝑙𝑗

𝑙𝑗

◼ ≥ min
𝑘≥1

1 − 1 −
1

𝑘

𝑘
σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝑧𝑗

∗ ≥ 1 −
1

𝑒
𝑂𝑃𝑇
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Max SAT —— Choosing better one

◼ 算法4：在算法1和算法3中选最好的一个结果执行

◼ 分析近似比： [LP场景: 找到ALG优化目标的期望和LP最优解的关系]

◼ 𝐸 𝑊 = 𝐸 max(𝑊1,𝑊2) ≥ 𝐸
1

2
𝑊1 +

1

2
𝑊2 =

1

2
𝐸 𝑊1 +

1

2
𝐸 𝑊2

◼ ≥
1

2
σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝑧𝑗

∗ 1 − 1 −
1

𝑙𝑗

𝑙𝑗
+

1

2
σ𝑗=1
𝑚 1 −

1

2

𝑙𝑗

◼ ≥ σ𝑗=1
𝑚 𝑤𝑗𝑧𝑗

∗[
1

2
1 − 1 −

1

𝑙𝑗

𝑙𝑗
+

1

2
(1 − 2−𝑙𝑗)]

◼≥
3

4
𝑍𝐿𝑃
∗ ≥

3

4
𝑂𝑃𝑇

◼ Max SAT —— Integrality Gap

◼ 假定场景：𝑥1∨ 𝑥2 , 𝑥1∨ 𝑥2, 𝑥1∨ 𝑥2, 𝑥1∨ 𝑥2，权重均为1

◼ 利用LP可以得到一个可行解：𝑦1 = 𝑦2 =
1

2
; 𝑧𝑗 = 1 ；得到LP的优化

目标为4，而实际问题最优解为3，IG为3/4。

◼ 因此利用LP Relax无法获得比3/4-approx.更好的算法。
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线性规划——Randomized Rounding

◼概率论在Randomized Rounding应用的重要理论

◼ 问题：对于给定的随机变量，和期望值相差给定距离的取值发生的概率

是多少？

◼ 三个结论：马尔可夫不等式、切比雪夫不等式和切诺夫界。

◼ 特点：随着对随机变量的独立性的要求提高，这三个结论对于这个概率

的估计也愈加准确。

◼马尔可夫不等式
◼ 若Z是非负、整数随机变量，则：∀ 𝑎 ∈ 𝑅+: Pr 𝑍 ≥ 𝑎 ≤

𝐸 𝑍

𝑎

◼ 基于马尔科夫不等式，可以得到和期望相差一定距离的随机变量的取值

发生的概率的上限：Pr 𝑍 ≥ 1 + 𝛿 𝐸 𝑍 ≤
1

1+𝛿

◼ 一 个 直 观 的 例 子 ： 如 果 Z 是 工 资 ， 那 么 E(Z) 就 是 平 均 工 资 ， 假 设

a=n*E(X)，即平均工资的n倍。那么根据马尔可夫不等式，不超过1/n的

人会有超过平均工资的n倍的工资。
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线性规划——Randomized Rounding

◼切比雪夫不等式

◼ 若有一组随机变量，包括：𝑋1, … , 𝑋𝑛 ∈ 0, 1  ，令𝑝𝑖 = 𝐸 𝑋𝑖 = Pr[Xi = 1]，

𝑋 = σ𝑖 𝑋𝑖 ，定义𝜇 = 𝐸 𝑋 = σ𝑖 𝑝𝑖 ， 𝜎 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) ，则有：

Pr 𝑋 − 𝜇 ≥ 𝑘𝜎 ≤
1

𝑘2
, 𝑘 > 0

◼ 特点：比马尔可夫不等式更加精确

◼切诺夫界

◼ 特点：比前两个不等式更加精确

◼ 存在各种变形，应用广泛
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线性规划——Randomized Rounding

◼ Problem —— Network Congestion

◼ 输入：一个无向图𝐺 = 𝑉, 𝐸 ，给定一个顶点对集合𝐷 = 𝑠𝑖 , 𝑡𝑖 𝑖=1…k，问

题需要我们为每个顶点对流(𝑠𝑖 , 𝑡𝑖)确定连接链路𝑃𝑖，且使得没有链路的负载

过高。

◼ 输出：使得最大拥塞链路的拥塞程度最小的分配方案。

◼ 切诺夫界在Randomized Rounding中的应用

◼ ILP构造：

◼ 放松到LP问题，在多项式时间内得到LP最优分数解：f𝑃
𝑖∗ ∈ [0, 1]

◼ Randomized Rounding: 以LP最优分数解𝑓𝑃
𝑖∗作为概率分布，从连接每个顶

点对的可行链路中，随机选取一条链路P ∈ 𝒫𝑖

f𝑃
𝑖 用于决策是否在流i中选

择路径P；对于每条边e，
计算经过这条边的路径P
的数量，这个数量要比优
化目标小
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线性规划——Randomized Rounding

◼切诺夫界在Randomized Rounding中的应用

◼ 分析近似比步骤1[获得每条边e的期望拥塞程度]：任何一个流i选择一条边e的概率为

σ 𝑃∈𝒫𝑖,𝑒∈𝑃
𝑓𝑃
𝑖∗ ，定义一个随机变量𝑋𝑖

𝑒，当流i选择了边e则该变量为1，那么对任何一

个边e的拥塞程度表示为：X𝑒 = σ𝑖 𝑋𝑖
𝑒，可以得到：

◼ 𝐸 𝑋𝑖
𝑒 = σ 𝑃∈𝒫𝑖,𝑒∈𝑃

𝑓𝑃
𝑖∗ ;

◼ 𝐸 𝑋𝑒 = 𝐸 σ𝑖𝑋𝑖
𝑒 = σ𝑖 𝐸[𝑋𝑖

𝑒] = σ𝑖σ 𝑃∈𝒫𝑖,𝑒∈𝑃
𝑓𝑃
𝑖∗ ≤ 𝐶𝐿𝑃

∗ ≤ 𝐶𝐼𝑃
∗

◼ 分析近似比步骤2 [得到ALG期望目标和LP最优分数解的关系] ：

◼ 核心思想：利用切诺夫界得到𝑋𝑒 超过LP最优解一段距离的概率上界

◼ 证明方式1：令𝑘 = 1 + 𝜖, 𝜖 ∈ (0,1) ，则Pr 𝑋𝑒 > 𝑘𝐶𝐼𝑃
∗ ≤ 𝑒−

𝜖2𝐶

3 ，当𝐶 ≫ log𝑛，可

以直接证明ALG是(1+ε)-approx.

◼ 证明方式2：令𝑘 = 1 + 𝜖, 𝜖 ∈ (0, +∞) ，则Pr 𝑋𝑒 > 𝑘𝐶IP
∗ ≤ 𝑒−

𝜖2𝐶

2+𝜖 ≈ 𝑒−𝜖𝐶(𝜖 ≫ 2)，

想得到常数约束，需要保证𝜖 = 𝑂(log 𝑛)，则可证明ALG是O(log n)-approx.

◼ 证明方式3：使用另一种切诺夫界表示，可以证明ALG是𝑂
log 𝑛

log log 𝑛
-approx.
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线性规划——Primal-Dual Method

◼用线性规划构造近似算法的难点：

◼ 证明对任何的输入实例I， 都有：𝑐 𝐴𝐿𝐺 𝐼 ≤ 𝛼𝑐 𝐿𝑃∗ , ∀ 𝐼, 𝛼 ≥ 1

◼ 很多时候很难直接找到ALG和LP最优整数解的关系

◼ LP对偶问题：为LP原始问题提供一个下界

◼ 考虑一个最小化原始问题

◼ 目标：找到 c 𝑍𝐿𝑃 = σ𝑗 𝑐𝑗𝑥𝑗 ≥ 𝐿𝐵

◼ 从约束入手：σ𝑖 𝑦𝑖 σ𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≥ σ𝑖 𝑦𝑖𝑏𝑖 , 𝑦𝑖 ≥ 0

◼ 联系新约束和目标函数：

◼ σ𝑖 𝑦𝑖𝑏𝑖 ≤ σ𝑖 𝑦𝑖(σ𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗) = σ𝑗 σ𝑖 𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 ≤ σ𝑗 𝑐𝑗𝑥𝑗

◼ 需要引入新约束: σ𝑖 𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑗 , ∀ 𝑗
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ LP对偶问题：为LP原始问题提供一个下界

◼ 得到对偶问题：

◼ 对偶问题的一些性质

◼ LP Monogamy: 原始问题和对偶问题相互对偶

◼ Weak Duality: 对任何的原始对偶问题的解(x, y)，都有𝑦𝑇𝑏 < 𝑐𝑇𝑥 [下界]

◼ Strong Duality: 若原问题和对偶问题中有任意一个存在有界的最优解，则另外一

个存在相同的最优解。若原问题和对偶问题中有任意的最优解趋于无穷大，则另

外一个不存在可行解。

◼ Complementary Slackness: 原始对偶问题具有有界最优解(x, y)，当且仅当：

◼ 𝑥𝑗 = 0 𝑜𝑟 σ𝑖 𝑦𝑖𝑎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 ∀𝑗 且 y𝑖 = 0 𝑜𝑟 σ𝑗 𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 ∀𝑖
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线性规划——Primal-Dual Method

◼写LP对偶问题的一个简单例子

◼ 可能的复杂情况：各种求和，展开即可
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤1：ILP问题建模

◼ 步骤2：放松成LP问题

◼ 步骤3：获得对偶问题[用上页方法可以轻松做到]并在多项式时间内解

这两个LP问题
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4：[算法1——Deterministic Rounding]

◼ 步骤4.1：定义客户j临近工厂集合𝑁 𝑗 = {𝑖 ∈ 𝐹: 𝑥𝑖𝑗
∗ > 0}

◼ 步骤4.2：

◼ 根据Complementary Slackness性质，可以得到当𝑥𝑖𝑗
∗ > 0 ，则必然存在

𝑣𝑗
∗ − 𝑤𝑗

∗ = 𝑐𝑖𝑗，此时𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑣𝑗
∗；

◼ 根据Weak Duality性质，可以得到σ𝑗∈𝐷 𝑣𝑗
∗ ≤ 𝑍∗ ≤ 𝑂𝑃𝑇 [完成为OPT找LB]

◼ 步骤4.3：我们先研究单个客户𝑗𝑘，如果打开临近工厂中最便宜的工厂𝑖𝑘，可以

获得下界：𝑓𝑖𝑘 = 𝑓𝑖𝑘 σ𝑖∈𝑁(𝑗𝑘)
𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ ≤ σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘

𝑓𝑖 𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ ≤ σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘

𝑓𝑖 𝑦𝑖
∗，那么对需要

开展的k个客户，可得：σ𝑘 𝑓𝑖𝑘 ≤ σ𝑘σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘
𝑓𝑖𝑦𝑖

∗ ≤ σ𝑖∈𝐹 𝑓𝑖𝑦𝑖
∗ [完成为ALG找与

LP最优解的关系1]

◼ 步 骤 4.4 ： 定 义 客 户 j 临 近 的 所 有 工 厂 𝑁(𝑗) 的 临 近 客 户 端 𝑁2 𝑗 = {

}

𝑘 ∈

𝐷: 𝑐𝑙𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑘 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑠 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑓𝑎𝑐𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑖 ∈ 𝑁 𝑗
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4： [算法1——Deterministic Rounding]

◼ 步骤4.5：为了进一步降低工厂开张的成本，可以尽量让客户端j𝑘选中的工厂𝑖𝑘

可以为该客户端临近的所有工厂𝑁(𝑗𝑘)的临近客户端𝑁2(𝑗𝑘)服务，同时给一个性

能界：𝑐𝑖𝑙 ≤ 𝑐𝑖𝑗 + 𝑐ℎ𝑗 + 𝑐ℎ𝑙 ≤ 𝑣𝑗
∗ + 𝑣𝑗

∗ + 𝑣𝑙
∗。在迭代中，我们每次都优先选中𝑣∗

最小的客户。假如𝑗比𝑙先处理，则必然存在𝑣𝑗
∗ ≤ 𝑣𝑙

∗ ，故：𝑐𝑖𝑙 ≤ 3𝑣𝑙
∗；又因为：

σ𝑖∈𝐹,𝑗∈𝐷 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ≤ σ𝑙∈𝐷 𝑐𝑖𝑙 σ𝑖∈𝐹 𝑥𝑖𝑗 ≤ σ𝑙∈𝐷 3𝑣𝑙
∗ ≤ 3𝑂𝑃𝑇 [完成为ALG找与LP最优

解的关系2]

◼ 步骤5：分析得到近似比为1+3=4
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4： [算法1——Deterministic Rounding]

◼ 步骤5：分析得到近似比为4
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4：[算法2——Randomized Rounding]

◼ 步骤4.1：定义客户j临近工厂集合𝑁 𝑗 = {𝑖 ∈ 𝐹: 𝑥𝑖𝑗
∗ > 0}

◼ 步骤4.2：根据Complementary Slackness性质，可以得到当𝑥𝑖𝑗
∗ > 0 ，则必然

存 在 𝑣𝑗
∗ − 𝑤𝑗

∗ = 𝑐𝑖𝑗 ， 此 时 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑣𝑗
∗ ； 根 据 Weak Duality 性 质 ， 可 以 得 到

σ𝑗∈𝐷 𝑣𝑗
∗ ≤ 𝑍∗ ≤ 𝑂𝑃𝑇 [完成为OPT找LB]

◼ 步骤4.3：我们先研究单个客户𝑗𝑘，如果以𝑥𝑖𝑗𝑘
∗ 的概率打开临近的工厂𝑖𝑘，可以

获得工厂的期望开张成本：E[𝑓𝑖𝑘] = σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘
𝑓𝑖 𝑥𝑖𝑗𝑘

∗ ≤ σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘
𝑓𝑖 𝑦𝑖

∗，那么对需

要开张的k个工厂，可得：E[σ𝑘 𝑓𝑖𝑘] ≤ σ𝑘σ𝑖∈𝑁 𝑗𝑘
𝑓𝑖𝑦𝑖

∗ ≤ σ𝑖∈𝐹 𝑓𝑖𝑦𝑖
∗ [完成为ALG

找与LP最优解的关系1]

◼ 步 骤 4.4 ： 定 义 客 户 j 临 近 的 所 有 工 厂 𝑁(𝑗) 的 临 近 客 户 端 𝑁2 𝑗 = {𝑘 ∈

𝐷: 𝑐𝑙𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑘 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑠 𝑠𝑜𝑚𝑒 𝑓𝑎𝑐𝑖𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑖 ∈ 𝑁(𝑗)} ；定义客户j连接到任意临近工厂

的期望连接成本是𝐶𝑗
∗ = σ𝑖∈𝑁(𝑗) 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

∗
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4：[算法2——Randomized Rounding]

◼ 步骤4.5：为了进一步降低工厂开张的成本，可以尽量让客户端j𝑘选中的工厂𝑖𝑘

可以为该客户端临近的所有工厂𝑁(𝑗𝑘)的临近客户端𝑁2(𝑗𝑘)服务，同时给一个性

能界：𝑐𝑖𝑙 ≤ 𝑐𝑖𝑗 + 𝑐ℎ𝑗 + 𝑐ℎ𝑙 = σ𝑖∈𝑁 𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗
∗ + 𝑐ℎ𝑗 + 𝑐ℎ𝑙 ≤ 𝐶𝑗

∗ + 𝑣𝑗
∗ + 𝑣𝑙

∗ 。在循环

中，我们每次都优先选中𝑣∗ + 𝐶∗最小的客户。假如𝑗比𝑙先处理，则必然存在

𝑣𝑗
∗ + 𝐶𝑗

∗ ≤ 𝑣𝑙
∗ + 𝐶𝑙

∗，故：𝐸 σ𝑖∈𝐹,𝑗∈𝐷 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ≤ σ𝑗∈𝐷(2𝑣𝑗
∗ + 𝐶𝑗

∗)

◼ 步骤5：分析近似比

◼ E σ𝑖∈𝐹 𝑓𝑖𝑦𝑖
∗ + σ𝑖∈𝐹,𝑗∈𝐷 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

◼ ≤ σ𝑖∈𝐹 𝑓𝑖𝑦𝑖
∗ + σ𝑗∈𝐷(2𝑣𝑗

∗ + 𝐶𝑗
∗)

◼ ≤ σ𝑖∈𝐹 𝑓𝑖𝑦𝑖
∗ + 2σ𝑗∈𝐷 𝑣𝑗

∗ + σ𝑖∈𝐹,𝑗∈𝐷 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗
∗

◼ ≤ 𝑂𝑃𝑇 + 2𝑂𝑃𝑇 = 3𝑂𝑃𝑇
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4：[算法2——Randomized Rounding]

◼ 步骤5：分析近似比
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线性规划——Primal-Dual Method

◼ Metric Uncapacitated Facility Location

◼ 步骤4：[算法3——Primal-Dual Method] [证明略]

◼ 步骤5：分析近似比为3



80

大纲

近似算法基本设计步骤1

近似算法中线性规划法的分类和应用2

在线算法的简单介绍3

未来研究方向和现有问题4
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Online Algorithm

◼ 在线问题 vs. 离线问题

◼ 在线问题：决策时未掌握全部实例信息，已做的决策在更多信息呈现后不可更改。

◼ 离线问题：实例在决策前全部已知的问题。

◼在线算法

◼ 以序列化的形式一个个处理输入，被迫做出的选择可能会被证明不是最优的，即

使每一步做出局部最优选择，也有可能累计陷入非最优解。

◼ 例子：插入排序

◼竞争比

◼ 记S是在线问题的输入序列，算法ALG应对S产生的成本记为c(ALG)，假设有一个

全知全能的离线算法，它应对S产生的成本记为c(OPT)，对于任何的S，加入

𝑐 𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝛼 c(𝑂𝑃𝑇)，则称ALG为𝛼竞争算法。
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Online Algorithm

◼ 固有下界

◼ 下界通常是在线问题的固有属性，与解决它的具体算法无关，在线问题存在下界

的主要原因是实例信息的不完全性。

◼ 存在（或已经找到）非平凡下界的离线算法只有一部分，但是在线算法的下界普

遍存在，因此通常存在竞争比的界

◼ 研究在线问题的目标：

◼ 找到更大的下界，使得下界更靠近OPT

◼ 找到更好的算法，使得竞争比更靠近下界约束的竞争比的界

◼ 证明竞争比的步骤[和证明近似比的步骤基本一致]

◼ 对 任 何 的 输 入 实 例 I ， 找 到 OPT cost 的 下 界 (Lower Bound, LB) ： 𝐿𝐵 𝐼 ≤

𝑐 𝑂𝑃𝑇 𝐼 , ∀𝐼

◼ 证明对任何的输入实例I， 都有：𝑐 𝐴𝐿𝐺 𝐼 ≤ 𝛼𝐿𝐵 𝐼 , ∀ 𝐼, 𝛼 ≥ 1

◼ 推断出结论：𝑐 𝐴𝐿𝐺 ≤ 𝛼𝐿𝐵 ≤ 𝛼𝑐(𝑂𝑃𝑇)
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大纲

近似算法基本设计步骤1

近似算法中线性规划法的分类和应用2

在线算法的简单介绍3

未来研究方向和现有问题4
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未来研究方向

◼ 在线优化算法 & 在线学习

◼ 在任务调度的实际系统中，信息很难完全已知，是一个在线问题。

◼ 传统的离线学习难以处理迅速增长的数据量和特征数量，可以在线迭代调整算

法，减少训练需要的数据量

◼ 现有近似算法/在线优化算法在复杂新场景中的应用

◼ 在任务调度领域，近似算法/在线优化算法仍然是很常见的算法

◼ 近似算法/在线优化算法作为论文中的一部分，增加工作量

◼ 很多启发式算法的某些部分需要一些数学做点缀，可以考虑用近似算法

◼ 找到或整理目前现有的近似算法/在线优化算法的详细整理文
档

◼ 这个工作很耗时但很重要
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现有问题

◼ 近似算法只能保证最差时候的性能下界，但是这个保证也是一
个低层次的保证

◼ 在Relaxed-LP场景中，Integrality Gap限制了性能

◼ 近似算法可能带来n倍于最优解的性能差距，这在实际系统中通常难以被接受

◼ 近似算法的泛化能力差

◼ 近似算法严重依赖场景的设计和问题的构造

◼ 为了证明近似比，通常近似算法的改造能力很差，很难迁移到其他

领域
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现有问题

◼ “提出一个理论证明完善的近似算法/在线优化算法”就是一
个NP类问题

◼ NP类问题：不能在多项式时间内解决或不确定能不能在多项式时间内解决，但

能在多项式时间验证的问题

◼ 看论文验证证明过程：啊对对对 vs.  自己解决写证明：？？？？

◼ 自己写完证明：啊对对对 vs. 跑起实验：？？？？

◼ 学习内容非常多且应用时不成体系

◼ 凸优化

◼ 组合优化

◼ 在线优化

◼ ……
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学习资料

◼ Approximation Algorithms

◼ CMU 15-854: Approximation Algorithms

◼ CMU 15-854(B): Advanced Approximation Algorithms

◼ Umich IOE 2713: Approximation & Online Algorithms

◼ Williamson D P, Shmoys D B. The design of approximation

algorithms[M]. Cambridge university press, 2011.

◼ Online Algorithms

◼ UofT CSC2421:  Topics in Algorithms: Online and other Myopic

Algorithms

◼ Nguyen T K. Primal-Dual Approaches in Online Algorithms, Algorithmic

Game Theory and Online Learning[D]. Université Paris Sorbonne, 2019.
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学习资料

◼ Optimization Online

◼ Categories – Optimization Online (optimization-online.org)

https://optimization-online.org/categories/
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学习资料

◼ Hailiang Zhao’s Blog

◼ Hailiang Zhao @ ZJU.CS.CCNT (hliangzhao.me)

http://hliangzhao.me/doc.html
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学习资料

◼ Scheduling Zoo

◼ The scheduling zoo (lip6.fr)

http://schedulingzoo.lip6.fr/
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谢谢各位老师指正
中山大学信息工程学院

谢 谢 各 位 老 师 指 正
中山大学计算机学院
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